Vdouine — Terminale S — Chapitre 1 spé — Arithmétique, PGCD et congruences

Divisibilité
Définition

Soient & et b deux entiets relatifs. Dire que b divise @ signifie qu’il existe un entier relatif q
tel que @a=bx(. Pour « b divise @ » on peut dire aussi « b est un diviseur a » ou bien « @ est

un multiple de b ».
Propriétés

La divisibilité est transitive c'est-a-dire que si b divise a et si @ divise C alors b divise C.
Cependant elle n’est pas commutative c'est-a-dire que si b divise @ alors @ ne peut pas diviser
b. En effet pour quun nombre divise un autre nombre il est nécessaire que le premier soit
inférieur au second.

Si le nombre b divise @ et C alors, pour tout entier relatif K et K', le nombre b divise aussi

kxa+k'xc. En particulier si le nombre b divise @ et C alors ce nombre divise aussi a+C et
également a—C.

Remarques

Tout entier relatif divise zéro, mais zéro ne divise aucun entier relatif. 1 et —1 divisent tout entier
relatif. Tout entier relatif admet un nombre fini de diviseurs.

Division euclidienne

Propriété

Soient @ et b deux entiers relatifs tels que b>0.
Il existe un unique couple (q; I’) d’entiers relatifs tels que a=bxq+r avec 0<r<b.

Vocabulaire

Effectuer la division euclidienne de @ par b revient 2 déterminer le couple (q; I’) .

Dans cette division, le nombre a est le dividende, le nombre b est le diviseur, le nombre ¢ est

le quotient, le nombre r est le reste. La condition O0<r<b signifie que le reste doit étre
strictement inférieur au diviseur.

Plus grand commun diviseur
Définition

Deux entiers naturels non nuls ont toujours un nombre fini de diviseurs et donc un nombre fini
de diviseurs communs (1 et —1 en font partie). Par conséquent, il existe un diviseur commun a
ces deux nombres plus grand que les autres. Ce nombre est appelé le plus grand commun

dénominateur de a et de b et sera noté PGCD(a; b).
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Propriétés

PGCD (a;b) = PGCD (b;a) PGCD(a;b)<a PGCD(a;b)<b
PGCD (a;l) =1 PGCD (a;a) =a Si b divise a alors
PGCD(a;b)=b

Une autre propriété

Soient & et b deux entiers naturels non nuls. Soient et r deux entiers naturels tels que

a=bxqg+r avec 0<r<b. On aIégalité suivante : PGCD(a;b) = PGCD(b; l’) .

Cette propriété est a la base de ’algorithme d’Euclide.

Comment déterminer le PGCD ?

Algorithme d’Fuclide

Pour déterminer PGCD(a;b), il suffit d’effectuer successivement la division euclidienne de a

par b, puis celle de b par le reste obtenu, et ainsi de suite... Aprés un nombre fini de divisions,
on trouve un reste nul.

Le plus grand commun dénominateur est le dernier reste non nul. Le procédé s’appelle
Palgorithme d’Euclide.

Homogénéité

Si on multiplie deux entiers naturels non nuls & et b par un méme entier naturel K alors leur
PGCD est lui aussi multiplié par K. On a donc Dégalité suivante:

PGCD (k xa;k xb) =k x PGCD (a;b) .

Nombres premiers entre eux

Définition

Soient @ et b deux entiers relatifs non nuls. & et b sont premiers entre eux signifie que
PGCD(a;b)=1. Cela signifiec quaucune table de multiplication ne contient a la fois l'un et

autre, excepté la table de 1 évidemment !
Propriété
Soient @ et b deux entiers relatifs non nuls.

Si d = PGCD(a;b) alors % et g sont des entiers relatifs premiers entre eux. Cela signifie qu’il

existe deux entiers relatifs @' et b’ premiers entre eux tels que a=d xa" et b=d xb’.
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Congruences
Définition
Soient @ et b deux entiers relatifs. p désigne un entier naturel supérieur ou égal a 2. Dire que a
et b sont congrus modulo p signifie qu’ils ont le méme reste dans la division euclidienne par
p.Onnote a=h[p].
Trois propriétés immédiates
e a=b[p]<=b=a[p]

e a=0[p]<a estdivisible par p

e a=b[p]<b-a estunmultiplede p

Autres propriétés

La relation de congruence est transitive.
Cela signifie que si a = b[ p] etquesi b= C[ p] alors a= C[ p] .

La relation de congruence est compatible avec les opérations d’addition, de soustraction et de
multiplication. Cela signifie que si K est un relatif, si N est un naturel, si a = b[ p] etsi c=d [p] ,
alors on a les égalités suivantes :

a+k=b+k[p] a+k=b+k[p] axk=bxk[p] a"=b"[p]

a+c:b+d[p] a—CEb—d[p] aXCEbXd[p] Non valable pour la division !
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